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Exercice 1 : DLs

1. Au voisinage de zéro,
a) In(cosz) = —a?/2 — a1 /12 + o(z*)
b) In(cosz) = —2?/2 + 21 /4 + o(z?)
¢) In(cosa) = 2?/2 + 2% /24 + o(2*)
d) In(cosz) = —2?/2 + 21/6 + o(a?)

2. Soit
(1-a)y=

Ina g,

f(z) =
Au voisinage de un,
a) fl@)=1+@-D+@-1)2+@-13+0o((z-1)3)
r—1)2 :
b) fl@)=-1-(x—1)— ExE +o((x—1)%)
—1)3 .
¢) fl@)=-1-(z-1)—(z— 1)+ E3L 4 o((z - 1)3)
s g\
d) fla)=-1-2(x-1)+ %L + o((x = 1)3)
3. Au voisinage de Pinfini, la courbe d’équation
i
sin()’
a) admet une courbe asymptote d’équation y = x et est au-dessous de cette derniére.
b) admet une courbe asymptote d’équation y = x et est au-dessus de cette derniére.
¢) admet une courbe asymptote d’équation y = 2% +1/6 et est au-dessus de cette derniére.
d) admet une courbe asymptote d’équation y = 22 +1/6 et est au-dessous de cette derniére.

Exercice 2 : Produit scalaire et intégration

On considére espace vectoriel £ := {P, P polynéome de degré au plus 1} des polyndmes A coe-
ficients réels de degré au plus 1, que ’on peut considérer comme ’ensemble des fonctions P : R — R,
qui s'écrivent, pour X € R,

P(X)=aX+0b, avecabeR.

On peut aussi considérer ¥ comme 'espace vectoriel engendré par les fonctions Pp : X — 1, Py :
X = X : E =vect(Py, P,).
On définit sur I le produit scalaire (.|.) : £ x I — R, par

1
(P,Q) - (PIQ) = /0 POQ(L)L.

1. Soient P, P les polynémes définis par Po(X) = 1, P(X) = X. En utilisant I'algorithme de
Gram-Schmidt, orthonormaliser (P, 1) en une base (Qo, Q1) orthonormale de E.
a) Q(XN)=1,Q;(X)=X-1/2

b) Qo(X) =1,Q1(X) = vV2(X - 1)

¢) Qo(X) = 1,Qi(X) = X +1

d) Qo(X) =1,Q1(X) = V3(2X - 1)
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Exercice 3 : Puissances de Matrices
2 7 5
Soit A = [ 1 3] une matrice carrée d’ordre 2

1. Soient e = (1,—-1), €y = (0,1), e = (—2,1), ey = (1,1),
propositions est vraie?

(a) A est diagonalisable dans la base (e, es)
(b) A est diagonalisable dans la base (e, e3)
(c) A est diagonalisable dans la base (e3,e4)

)

)
(d) A est diagonalisable dans la base (ey, €5)
(e) A est diagonalisable dans la base (ez, ¢5)
)

(f) A n’est pas diagonalisable.

2. Calculer A% (Conseil : via Hamilton-Cayley).

() A0 = 2=t g | 4o
(b) AIOO o IIOO_IA 41001
((‘) AlOO P 41()0_4A 1100]
((l) AIOU 2 l"'”—l 1+ 1_41(]()]

Exercice 4 : Diagonalisation

-1 1 1
Soit la matrice A=]1 -1 1
1 1 -1

1. A admet pour valeurs propres

(a) 1 comme valeur propre simple, -2 comme valeur propre double;

(b) -2 comme valeur propre simple, 1 comme valeur propre double;

(c) 0,1 et -2.
2. Soient ¢; = (1,-1.0), ez = (0,1,0), e¢3 = (1,1,1), e4 = (1,0,

es = (1,0). Laquelle de ces

~1), ¢s = (1,1,2). eg =

(0,1, —1).Pour une valeur propre A, on note Iy espace propre associé. Laquelle de ces

propositions est vraie ?

(a) Ep = vect{es}, E_o = vect{es}, B\ = vect{es},
(b) Ey =vect{es}, E_o = vect{ey, ec},

(c) Ep =vect{es}, E—2 = vect{es}, E1 = vect{eg},
(d) E1 = vect{ez}, F_o = vect{eq, e5},

(e) By =vect{es}, E_2 = vect{es,es},

(f) Ei =vect{ey,e3}, E_y = vect{es},

3. Soient fi = (1/v2,=1/v2,0), o = (1/V2,0,-1/V2).fs = (1/V3,1/V3,1/V3),[x =
(=1/V6,2/V6,=1/VG).fs = (1/V/6.\/1/6,2/V/6), fs = ((1/V3,-1/V3,1//3))

Laquelle de ces propositions est vraie ?
(a) A est diagonalisable dans la base orthonormale (f1, f4, f5)
(b) A est diagonalisable dans la base orthonormale (f1, f2, f3)
(c) A est diagonalisable dans la base orthonormale (f2, f3, f1)
(
(

)

)
(d) A est diagonalisable dans la base orthonormale (fi, fa, f1)
(e) A est diagonalisable dans la base orthonormale (f3, f5, f6)
)

(f) A n’est pas diagonalisable.
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Exercice 5 : Formes Quadratiques

Soit la forme quadratique dans R? définie par Q(x,y, z) = 222 — 2y? — 62° + 3ay — daz + Tyz.

1. @ est
(a) définie-positive
(b
(c
(d
(e

définie-négative
semi-définie-positive
indéfinie

semi-définie-négative
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