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Kokosk

On pourra admettre une question pour résoudre les suivantes. Le baréme est indicatif.
On se donne n > 1; l'espace R™ est muni du produit scalaire euclidien (-,-) et de sa
norme associée || - ||.

Exercice 1 (7 pts). L'espace E = C°([0, 1]; R) désigne I’espace vectoriel réel des fonctions
f :]0,1] — R continues; il est muni de la norme || f|lo = sup{|f(¢)| : t € [0,1]}. On
considére 'application ® : £ — R qui a une fonction f de E fait correspondre le réel
o(f) = (£(0))"

Etablir, avec soin, la différentiabilité de ® et, pour f et h dans E, expliciter ®'(f)(h).

Exercice 2 (13 pts). Pour z fixé dans R™, on considére le probléme sans contrainte
(Pr)  inf {(Ay,9) + ly — =[I": y € R},

ol A est une matrice symétrique réelle de taille n x n ayant la propriété suivante : il
existe a > 0 tel que (Au,u) > «a||ul|* pour tout u dans R™.
1. (1pt)Vérifier que

(I + A)(u),u) > (1+a)|ull>, YueR™ (1)

2. (2pt) Montrer que (P,) posséde au plus une solution que l'on désignera par p(z) si elle
existe.
3. (2pt) Montrer que y est solution de (P,) si et seulement si y est solution 1'équation

(x) y+Ay =

4. (1pt) En montrant que I + A est inversible établir que le probléme (P,) posséde
effectivement une solution p(z) dont on donnera une formule en fonction de I, A et x.

5. (2pt) Pour u fixé dans R", on pose v = (I + A)(u). En utilisant (1), montrer que
lull < = lvll-

6. (1.5 pt) En déduire que (I + A)~! : R® — R"™ est une application HL& lipschitzienne.
7. (3.5pt) Pour x( fixé, étudier en détail la convergence de la suite xp11 = p(xy).



