Licence 3 mention Economie et Mathématiques
Epreuve : Analyse Approfondie — Code : 1.3-S5-7

Exercice 1. [6 Points] Soit £ = C%([0, 1) Pensemble des fonctions continues sur [0, 1]. On définit alors

1 1
et Np= [ aeia 8= [ e

1. Démontrer que N et N sont des normes sur £.

2. Montrer que
' 1

VfelE  N(f)< —=N(f)
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3. Démontrer que N et N ne sont pas équivalentes. On considérera pour cela la suite de fonctions
VneN Vael0l] Sulz) = ['rr, - H.z.r:} loca<i/n
Exercice 2. (14 Points]
Soit F le R espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré au plus 2. On définit Papplication
‘ 1
(P,Q) e F* — (P,Q) =/ 22 P(z)Q(z)dz.
0

L. Rappeler la définition d'un espace vectoriel normé complet.

o

Rappeler la définition d'un espace de Hilbert.

Démontrer que (.,.) est un produit scalaire.

>

Démontrer que (&, (.,.)) est un espace de Hilbert.
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. Rappeler l'inégalité de Canchy-Schwarz ainsi que sa démonstiration.

6. En utilisant une factorisation par x'¥¢ ot la question précédente, démontrer que pour tout (e, 3) € R2.
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7. On définit F comme l'ensemble des polynémes de réels de degré au plus 1.

(a) Quelle est la structure de [, sa dimension?
(b) Censtruire une base orthonormée de [ qu’on notera (€, Qz).

(¢) Déterminer (a,b) € R? pour que l'intégrale
| b
f 23z 4+ 2 4 1 - ax — b)%dz
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soit minimale. Pour résoudre cette question, on pourra s’aider de la projection orthogonale sur I du
polynéine X% + X + 1 en utilisant la base (Q), Qz) précédente. Donner la valeur de ce minimumn.






