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L3 Economie et Mathématiques UNIVERSITE TOULOUSE I CAPITOLE

Analyse approfondie — Examen terminal
Semestre 5 - 2015-2016

Exercice [5 points]

Soit E I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] muni de la norme ||.||co.

1. On définit 'application ¢ de (E, ||.||s) dans (R, |.|) par

o(f) = /O @)zl — 2)d.

Montrer que ¢ est linéaire continue sur F et calculer sa norme.

2. On définit application ¢ de (E, |.||s) dans (E,||.||c) par

P(f)(x) = cos(3f(x))-
Montrer que 1 est continue sur FE.
3. On pose N(f) = sup,¢(o,1) [2f(z)|. Vérifier que N est une norme sur E.
4. Montrer que N(f) < ||f|lc et que la constante est optimale.

5. Les normes N et ||.||o sont-elles équivalentes ?
(on pourra étudier les fonctions f,,(7) = nlo<z<i/n + %11/n<1<1)

Probléme - Polynémes de Laguerre. [15 points]

1. Soit E un espace de Hilbert de produit scalaire noté (,) et de norme ||.||. On considere (e;);=1.., une
famille orthonormée de E.
(a) Rappeler le lien entre (,) et ||.||.
(b) Démontrer que nécessairement, (e;);=1..., est une famille libre de vecteurs.
(¢) Soit x € E, en utilisant des projections orthogonales, déterminer le minimum de la fonction f

n
X — E )\iei
i=1

2
F, o A) =

2. On considere ’espace

“+o0
H = {f Ry — R / fA(x)e "dx < —1—00}
0

(a) Démontrer que H est muni d’un produit scalaire si on considere

+oo
V(f,g) € H? (f,9) = /o f(x)g(z)e " du.

On précisera en particulier pourquoi l'intégrale précédente est définie des que f et g sont dans H.
Dans la suite, on notera ||.|| la norme dérivée de ce produit scalaire.

(b) Démontrer que H est un espace complet (on utilisera & bon escient le théoréme de Riesz sur les
espaces LP).



(c) Calculer les dérivées
d{ze=*} d{z?e*} d*{z%e "}

dx dx dz?

(d) Soit n € N, expliquer pourquoi il existe un unique polynéme P, tel que
dn—l {xne—x} B
e =R,

et que P,(0) =0 (ne pas chercher a obtenir une expression explicite de P,).
(e) Soit n € N. Montrer qu'’il existe un unique polynéme L,, & coeflicients réels tels que
d™{z"e "}
dx™
Pour ce faire, on ne cherchera pas a obtenir une expression explicite de L,,.

V$€R+

=nlL,(x)e ".

(f) Donner les valeurs des polynémes Lo, Ly et Lo.
(g) Quel est le degré et le coefficient dominant de L,,? Calculer

d"{Ln(x)}

Yz € [0; 400] T

(h) En remarquant que L,, est une famille de polynomes & degrés étagés, démontrer que L,, est une base
de R[X].
(i) En utilisant une intégration par parties, démontrer que

+oo +oo
/ e dx = n/ 2" e ?da.
0 0

En déduire la valeur pour tout entier n de

—+oo
/ z"e Cdx
0

(j) On suppose que n < m avec m > 1, démontrer que
1 —+oo dm{xme—m}
En déduire par n intégrations par parties successives que si n < m, alors

(_1)n /‘-‘rOO d"{Ln(Qf)} y dm—n{w’rne—w}dx
0

m! dz™ dxm—n

<LmLm> =

On s’appuiera en particulier sur la question (d) pour calculer les termes “crochets” des intégrations
par parties.

(k) En déduire en utilisant (g) que si n # m, alors
(Ly, L) = 0.

(1) Déduire également de (j) et de (i) que
(Ly, L) = 1.
Que forme donc la famille (L,)n>07

3. On considere (a,b,c) € R3 et on définit
+oo
J(a,b,c) = / (2% — (ax? + bz + ¢))%e™".
0

(a) Interpréter J en terme de norme ||.|.
(b) A quoi correspond géométriquement la recherche de (a, b, ¢) minimisant J?

(¢) En utilisant Lo, Ly et Lo, trouver les coefficients (a*,b*, ¢*) définis par

J(a*, b, c") = in J(a,b,c).
(a ) (a,glcl)léRs (a,b,c)



